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Uber ein Verfahren zur gleichzeitigen Bestimmung von Elektronenkonzentration
und Elektronenstofizahl in einem homogenen isotropen oder in einem langsam
verinderlichen Plasma

W. MUSCHLER

Max-Planck-Institut fiir Aeronomie, Abteilung Weltraumphysik, Lindau/Harz

(Z. Naturforsch. 25 a, 106—114 [1970] ; eingegangen am 2. August 1969)

A method is described, which allows determination of the complex refractive index of a plasma
by separate measurement of the E- and H-component of an electromagnetic wave. By means of the
complex refractive index simultaneously electron concentration and electron collision frequency

of the medium can be stated.

The measuring frequency depends upon absorption, precision requirements, and — for a locally
varying medium — upon the availability range of theory used.

General considerations are applied to a plasma model (terrestrial ionosphere without magnetic
field) : Simultaneous measurement of electron concentration and electron collision frequency should
be well possible within a height range corresponding to the terrestrial D-region. In higher regions
determination of the (decreasing) electron collision frequency becomes more and more difficult,
whereas possibilities for determination of the (increasing) electron concentration seem to improve.

The influence of reflected waves is considered in a following paper 4.

I. Allgemeine Betrachtungen zum Verfahren

1.1. Grundprinzip des MeBverfahrens:
Bestimmung des komplexen Brechungsindex

Das Verfahren geht von der Bestimmung des
komplexen Brechungsindex aus (,,KB-Verfahren®),
der darzustellen ist durch

(1.1)

n wird also durch die Messung zweier GroBlen er-
halten, entweder aus x und y oder aus |n| und @.

n=pu—iyx=|n|e®.

Als weitere Grundgleichung des Verfahrens ist die

Beziehung
(Zy = Wellenwiderstand des Vakuums)

(1.2)

anzusehen, die den Zusammenhang zwischen den
Feldstarkewerten der beiden Komponenten einer
elektromagnetischen Welle und dem Brechungsindex
des durchlaufenen Mediums vermittelt (,,Feldstar-
kengleichung“). Sie gilt exakt fiir das homogene
isotrope Medium und in guter Naherung fiir das
»langsam veranderliche“ Medium (vgl. Abschn. 1.2).
Aus (1.2) ergibt sich

n=HZ,JE=|HZE |é=, (1.3)

mit a=arc HZy—arcE . (1.4)
Ein Vergleich von (1.1) und (1.3) liefert

lnI={HZO/EI=[HZOI/!E] (1.5)

und @=—a=arcE—arcHZ,. (1.6)

Damit ist das Grundprinzip des Verfahrens zur Be-
stimmung des komplexen Brechungsindex eines Plas-
mas umrissen: Man messe das Amplitudenverhaltnis
und den Phasenunterschied beider Komponenten
einer das Plasma durchlaufenden elektromagneti-

schen Welle (Abb. 1).

Sensor

fiir die E-Komponente s 3
= e Amplitudenvergleich:
der el.-magn. Welle

HZ,

Inl =

Phasenvergleich:

Sensor - B
¢ = arc E - arc H

fiir die H-Komponente
der el.-magn. Welle

Abb. 1. Prinzip der MeBanordnung zur Bestimmung des kom-
plexen Brechungsindex eines Plasmas.

Als Sensor fiir die E-Komponente kommt bei-
spielsweise der Hertzsche Dipol (kurz gegen die
Wellenldnge), fiir die H-Komponente die Schleifen-
antenne in Betracht. Je nach Frequenzbereich wiirde
man Abwandlungen davon benutzen.

Die spiteren Betrachtungen zur Anwendung des
Verfahrens (Kap. II) beziehen sich auf ein Iono-
sphédrenplasma. Bei einem solchen Experiment be-
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fanden sich die Sensoren und ihre nachgeschalteten
Stufen an Bord einer Rakete. Die zur Messung die-
nende Welle wiirde von einem Bodensender abge-
strahlt.

1.2. Die Feldstirkengleichung HZy=n E im homo-
genen isotropen bzw. im langsam verinderlichen

Medium

Fir ein homogenes isotropes Medium fiihrt die
Losung der Wellengleichung unmittelbar zu dem
Resultat

U=U,eiwt¥iknz U=E, oder H,. (1.7)
Durch Einsetzen in die Maxwellschen Gleichungen

und einfache Umrechnung gewinnt man den gesuch-
ten Zusammenhang, namlich

H,Zy=*tnkE,.

mit

(1.8)

(Die Vorzeichen gelten fiir die in die positive bzw.
negative z-Richtung laufende Welle.)

In einem veranderlichen Medium ist die Losung
der Wellengleichung wegen der angenommenen z-
Abhingigkeit von n nur noch naherungsweise mog-
lich. Die besten Naherungen werden nach den sogen.

WKB-Lésungen erhalten !:

o f; expliwtFik[ndz}, (1.9)

HZy~*AVnexp{iwtFik[ndz}
L expliw 1 F ik [ndz}.(1.10)

Der zweite Term im Ausdruck fiir H, Z; ist bei nicht
zu kleinem n und bei nur schwachen Anderungen
von n vernachldssigbar. Er kann als Kriterium fiir
das langsam veranderliche Medium aufgefallt wer-
den 2. Liegt ein solches vor, so folgt aus (1.9) und
(1.10) wiederum (1.8).

Ein strengeres Kriterium fiir die Giiltigkeit der
WKB-Losungen lautet!:

_ 1[3(1 dn\2
Bwks= 3z 4\ &

1 1 dn|
"2‘"F‘ d;’.{‘ <1. (1.11)
Es wird im Abschnitt 2.5 zur Anwendung kommen.

Zur Illustration der Feldstirkengleichung diene
die Abb. 2.

1 K. G. BuppkN, Radio Waves in the Ionosphere, Cambridge
University Press, Cambridge 1966, S. 133.
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Abb. 2. Die elektromagnetische Welle in verschiedenen
Medien.

1.3. Bestimmung der Elektronenkonzentration N,
und der ElektronenstoBzahl v aus dem
komplexen Brechungsindex n

Fiir ein Plasma, das von Kraftwirkungen magne-
tischer Felder frei sein soll, gilt nach der vereinfach-
ten Appleton-Hartree-Formel * der Zusammenhang

n=lo 2, (1.12)
; oN)2_ 1 Nee
wobei X=(w) S
und Z=v|w

(wy =Plasmafrequenz, ® = MeBfrequenz, e=Ele-
mentarladung, &, = Dielektrizitdtskonstante des Va-
kuums, m = Masse des Elektrons).

Durch Trennen von Real- und Imaginirteil in den
Gln. (1.1) und (1.12) lassen sich iiber die Glei-
chungen

=|nlcos2¢ (1.13)

X
2 - —rfr .
M=) = 1 1422

und 2up="ig=|nfsin2g (114)
Beziehungen fiir X =X(|n|, ) und Z=Z(n|,p)

gewinnen. Diese lauten:

[n]t—1
X=2+ 1—|nf2cos2 ¢’ (1.15)
B LB SO (1.16)

“1—|nPcos2 ¢"

Damit ist sowohl N, wie ¥ durch die Bestimmungs-
elemente |n| und ¢ des komplexen Brechungsindex
n ausgedriickt.

2 In 1 [Gl. (9.27)] ist der zweite Term noch mit einem Fak-
tor (—i A/k) zu versehen.
3 Siehe Anm. 1, S. 40.



108

Sonderfalle:

Fiir Z <1 ergibt sich aus (1.13) und (1.14)

X=1—|ncos2¢, (1.17)

Z bleibt unverandert.
Fir Z =0 folgt der triviale Zusammenhang

X=1-|nl2=1_p2 (1.18)

In diesem Fall kann das beschriebene Verfahren al-
lein iiber eine Messung von u=HZy/E zur Bestim-
mung der Elektronenkonzentration dienen. Bei einem
reellen Brechungsindex wird die @-Bestimmung ge-
genstandslos.

1.4. Die Genauigkeit des Verfahrens
bei gegebenen Fehlern von H, E und o

1.4.1. Der Fehler von n, d. h.von |n|und ¢

Der Fehler der Bestimmungselemente von n er-
gibt sich wegen

|n|=|HZyE| und @=—a
in einfacher Weise zu
Alnl/|nl= £V (4HZ\|HZy)? + (AE[E)® (1.19)
und Ap=*t4a. (1.20)

1.4.2. Der Fehler von N, und v

Da bei fester MeBfrequenz N, prop. X und » prop. Z,
so gilt
AN/Ne=AX/X baw. Av[v=A4Z[Z.

Die Fehler 4X und AZ berechnen sich nach dem

GauB3schen Fehlerfortpflanzungsgesetz zu

AX = +]/( Ain) (*S%AQD)E (1.21)
und AZ'= i]/(aj;]— A [n]) +(gq277p)'2. (1.22)

Die vier partiellen Ableitungen berechnen sich zu

Sl B LR, .9
o =Zlethete. o
e T e (1.25)
e = 126

Sie sind Funktionen von | n| und ¢. Beide Verinder-

liche sind aber nicht unabhingig voneinander. Sie

W. MUSCHLER

haben gemeinsame Parameter, namlich die Frequenz
f und — im verdnderlichen Plasma — den Ort z.
Eine allgemeine Diskussion dieser Funktionen ist
daher weniger aufschluflreich.

Sonderféalle:
Fiir Z <1 ergibt sich
39X
§m=—2]n]cos2(p (127)
i g% _ 2|nftsin2¢. (1.28)
Die Ableitungen von Z bleiben unveréndert.
Fir Z=0 gilt
)¢
Su =—-2u. (1.29)

In allen betrachteten Fillen verschwinden die Ab-
leitungen fiir n = 0.

Nach der Appleton-Hartree-Formel (1.12) treten
kleine n-Werte fir X~1 und Z <1 auf. Bei klei-
nem Z ist daher beste Mellgenauigkeit fiir solche
Frequenzen zu erwarten, die der Plasmafrequenz
nahe kommen. Bei einem verdnderlichen Medium
ist jedoch darauf zu achten, dall der Giltigkeits-
bereich der WKB-Losungen bei der Annéherung
X — 1 nicht iberschritten wird (vgl. Abschn. 2.5).
In diesem Fall wire der | n |- und ¢-Berechnung die
Grundlage entzogen.

Uber die eventuelle Storanfilligkeit und Anwend-
barkeit des KB-Verfahrens beim Auftreten reflektier-
ter Wellen wird in einer getrennten Arbeit berich-
tet 4.

1.5. Die Dimpfung im Plasma

Ein Plasma mit komplexem Brechungsindex hat
die Eigenschaft, eine elektromagnetische Welle zu be-
ddmpfen. Diese Eigenschaft soll im folgenden ge-
nauer betrachtet werden.

1.5.1. Homogenes Plasma, ebene Welle
Fiir die in z-Richtung laufende Welle gilt

E=E, eivt=iknz _ E eiot=ikuz . g=hyz :E(z) giot—ikuz
(1.30)
Mit der Definition
E 0)
L (1.31)

D =20 log 7Y [dB]

4 'W. MUSCHLER, Z. Naturforsch. 25a [1970].
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ergibt sich nach Durchlaufen des Weges z im Plasma:
D=8,69"kyz [dB]. (1.32)
Das gleiche Resultat ergibt sich fiir die H-Kompo-

nente.

1.5.2. Inhomogenes Plasma, ebene Welle

Unter Benutzung der WKB-Losungen gilt:
E=~ %exp{iwt—ikfndz}
— -f/% exp{liot—ik [ udz}exp{ —k [ ydz}

= an’] expliwt—ik [ udz
+ig/2}exp{ —k [ zdz},

HZ,~AVnexp{iwt—ik [ndz}
=AVnexp{iwt—ik [ pudzyexp{ —k [ ydz}
=AV|n|lexp{iwt—ik[ndz

(1.33)

—i@/2 exp{ —k [ ydz}. (1.34)
Fir die Maximalamplituden gilt weiter:
Eig) = 'an" exp{ —k [ zdz} (1.35)
bzw. I}(z)Z(,:A V‘anexp{-—kfxdz}zé(z) |n|.
(1.36)
Damit ergibt sich:
Dp—20log =1 —8,69k [ 5(z) dz
E(2)
+10log|n| [dB], (1.37)
A
Dy =20 log s =8,69k [ 7(z) dz
—10log|n| [dB]. (1.38)

Auf ein beilaufiges Resultat aus (1.33) und (1.34)
sei hingewiesen:

Mit dem Komplexwerden des Brechungsindex n
verschieben sich die beiden Komponenten einer elek-
tromagnetischen Welle gleichmafig in entgegenge-
setzte Richtung: Gegeniiber dem Fall n = u lauft die
E-Komponente um ¢/2 voraus und die H-Kompo-
nente um /2 nach.

II. Anwendung des KB-Verfahrens auf ein
Ionosphirenmodell

Im folgenden Abschnitt werden die bisherigen Be-
trachtungen auf ein Ionosphdrenmodell angewendet.
Diesem sind die Verhiltnisse der irdischen Iono-
sphire zugrunde gelegt. Das Magnetfeld der Erde
ist jedoch nicht beriicksichtigt.
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2.1. Beschreibung des lonospharenmodells
Mit Hilfe des KB-Verfahrens soll auf Elektronen-

konzentration und Elektronenstoflzahl geschlossen
werden. Es wird von einer bekannten Hohenvertei-
lung dieser Charakteristika eines Plasmas ausgegan-
gen, damit daran die Moglichkeiten und Grenzen
des Verfahrens iiberpriift werden konnen.
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Abb. 3. Anwendung des KB-Verfahrens auf Ionosphiren-
bedingungen: Darstellung der benutzten Elektronenkonzen-
tration als Funktion der Héohe.

Fir die Hohenverteilung der Elektronenkonzen-
tration (Abb. 3) wird ein verbreitet in Erscheinung
tretendes Tagesprofil einer ungestérten Ionosphire
herangezogen & 4P,

Die Hohenverteilung der ElektronenstoBzahl
(Abb. 4) ist nach Messungen zahlreicher Autoren
orientiert > 6. Erst fiir den weniger in Frage kom-
menden Hohenbereich iiber 100 km besteht groflere
Unsicherheit.

4a K. DaviEs, Tonospheric Radio Propagation, Dover Publica-
tions, New York 1966, S. 2.

4b J. S. BELROSE, I. A. BOURNE u. L. W. HeEwItT, Ground-
based Radio Wave Propagation Studies of the Lower Iono-
sphere (Conference Proceedings 1966), DRTE, Ottawa
1967, Vol. 1, S. 91.

5 J. FRIHAGEN, Electron Density Profiles in Ionosphere and
Exosphere, North-Holland Publishing Company, Amster-
dam 1966, S. 40, 78, 79, 83, 104.

8 J. E. SALAH u. S. A. BowHirL, Collision Frequencies and
Electron Temperatures in the Lower Ionosphere, Aeronomy
Report No. 14, University of Illinois, Urbana, 1966, S. 64,
90.



110

108

107+ X
ELEXTRONENSTOSSZAHL -PROFIL

fir KB-Rechnung, v=v[h}

108

sec’!

03+

102+

10+

0 1 1 1 ]
© 80 1720 %W 160

km

!
100
h

Abb. 4. Anwendung des KB-Verfahrens auf Ionosphéren-
bedingungen: Darstellung der benutzten Elektronenstof3zahl
als Funktion der Hohe.

2.2. Bestimmung der Hohen- und Frequenz-
abhdngigkeit des komplexen Brechungsindex

Zur Ermittlung von n=n(h,f), d.h. von |n|=
|n|(h,f) und @¢=¢(h,f), geht man aus von den
Profilen N, = N,(h) und » =»(h). Uber X = X(N,, f)
und Z=Z(»,f) gelangt man zu X=X(h,f) und
Z=17(h,f). Mit Hilfe der Gln. (1.1) und (1.12)
gewinnt man u=pu(h,f) und y=y(h,f). Durch
Ubergang von kartesischen zu Polarkoordinaten er-
geben sich die beiden gesuchten Funktionen. Sie sind
in Abb. 5 und Abb. 6 veranschaulicht.

2.3. Anwendung der Genauigkeitsbetrachtungen

Nach den Beziehungen des Abschnittes 1.4 lassen
sich zu allen Wertepaaren | n | (h,f) und @(h,f) die
Fehlerwerte 4X und AZ ermitteln. In Abb. 7 und
Abb. 8 sind die relativen Fehler AX/X =F,(h,f)
und AZ/Z = Fy(h, f) dargestellt.

2.4. Bestimmung der Dampfungswerte

Berechnet man gemidfl (1.37) und (1.38) die
Déampfungswerte Dy und Dy in Abhéngigkeit von
Hohe und Frequenz, so erhdlt man Abb. 9 und
Abb. 10. Im gewahlten Darstellungsbereich ist die
Déampfung der magnetischen Komponente der Welle
im allgemeinen grofler als die der elektrischen, da
dort meistenteils |n|<1. Die Kurvendarstellung
endet jeweils an der WKB-Grenze (vgl. Abschn. 2.5
und Abschn. 2.6).

6
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Abb. 5. Darstellung des Betrages des komplexen Brechungs-
index als Funktion der Hohe der MeBfrequenz.
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Abb. 6. Darstellung des Argumentes des komplexen Bre-
chungsindex als Funktion der Hohe und der MeBfrequenz.

2.5. Der Giiltigkeitsbereich der benutzten
W KB-Losungen

Zur Untersuchung der Gultigkeit der WKB-Lo-
sungen wird das Kriterium (1.11) herangezogen.
Seine Berechnung in Abhiangigkeit von Hohe und
Frequenz fihrt zur Abb. 11.

Bei niedrigen Frequenzen wird die Bedingung
Bwkp <1 in allen Hohen eingehalten. Fiir hohere
Frequenzen ist sie in schmalen Hohenbereichen von
der GroBenordnung einer Vakuumwellenlidnge nicht
mehr erfiillt. In diesen Bereichen ereignet sich die
Reflexion der Welle. Die WKB-Losungen diirfen so-
mit nicht auf Zonen angewendet werden, die das
Ursprungsgebiet reflektierter Wellen darstellen.
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Abb. 7. Darstellung des relativen Feh-

lers der Elektronenkonzentration als

Funktion der Hohe und der Me8-
frequenz.
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Abb. 8. Darstellung des relativen Feh-
lers der Elektronenstof3zahl als Funk-
tion der Hohe und der MeBfrequenz. 10°® L
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2.6. Eingrenzung des Anwendungsgebietes
des KB-Verfahrens

Aus den Abb. 7 bis 11 lassen sich die Abb. 12
und 13 gewinnen. Aus ihnen 1aBt sich der Hohen-

130
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150

90

1
100 10 120 130 140 150

h ————»km

bereich entnehmen, innerhalb dessen
das KB-Verfahren bei einer bestimm-
ten Frequenz sinnvoll eingesetzt wer-
den kann.

Die untere Hohengrenze ist durch
die Genauigkeitsanforderungen an
die N,- bzw. v-Bestimmung gegeben.
Die obere Grenze wird einmal durch
die Ddmpfung bestimmt. Eingetra-
gen ist eine Dampfungsgrenze mit
Dy =60 dB. Bei hoheren Frequen-
zen tritt an ihre Stelle die Giiltig-
keitsgrenze der WKB-Losungen. Die
eingetragene WKB-Grenze entspricht
den Werten Bwgg =0,1.

Beim Vergleich von Abb. 12 und
Abb. 13 a6t sich folgendes erken-

nen:

Eine gleichzeitige Bestimmung von N, und » sollte
im Bereich 70...90 km (D-Region) gut moglich
sein, sofern mehrere Frequenzen im Bereich 0,1 bis
1,0 MHz verwendet werden oder eine automatische
Nachstimmung des Bodensenders vorgenommen
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Abb. 9. Diampfung der elektrischen

10° .
Komponente einer ebenen Welle auf
Grund der Absorption und des verin-
derlichen Brechungsindex der Iono-
sphidre. Parameter: Meffrequenz und
Hohe.
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Abb. 10. Dampfung der magnetischen
Komponente einer ebenen Welle auf
Grund der Absorption und des verdn- 5
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derlichen Brechungsindex der Iono o0 e =& 5 o =00 1 20 T v 50
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Abb. 11. Darstellung des Ausdrucks Bwkp als Funktion der
Hohe und der MeBfrequenz.

wird. Fiir Hohen iiber 90 km (E- und F-Region)
diirfte das Verfahren zur N.-Bestimmung gut geeig-

net sein, wihrend die »-Bestimmung problematisch
wird.
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Zusammenfassung

Es wurde ein Verfahren beschrieben, das durch
getrenntes Messen der E- und H-Komponente einer
elektromagnetischen Welle und durch Vergleich der
Amplituden und Phasen die Ermittlung des kom-
plexen Brechungsindex eines Plasmas zuldft. Bei
Kenntnis des komplexen Brechungsindex ist man in
der Lage, gleichzeitig Elektronenkonzentration und
Elektronenstoflzahl des Mediums anzugeben.

Ein maligeblicher experimenteller Parameter ist
die MefBfrequenz. Thre Wahl richtet sich nach der
frequenzabhiangigen Dampfung im Plasma, nach den
Genauigkeitsanforderungen und — bei einem ortlich
verdnderlichen Plasma — nach dem Giltigkeits-
bereich der hierauf bezogenen Theorie (WKB-Lo-
sung der Wellengleichung).

Nach Anwendung allgemeiner Betrachtungen auf
ein lonosphdrenmodell (irdische Ionosphire ohne
Magnetfeld) lassen sich folgende Schliisse ziehen:
In einem der D-Region entsprechenden Hohenbereich
ist eine gleichzeitige Bestimmung von Elektronen-
konzentration und Elektronenstofizahl mit Hilfe des
beschriebenen Verfahrens gut moglich. Beim Uber-
gang zu groeren Hohen wird die Bestimmung der
(abnehmenden) Elektronenstoflzahl mehr und mehr
erschwert, die Moglichkeiten zur Bestimmung der

300
1,00 __,.-';WKB - Grenze, Bykg = 0,1
MHz
0,30 //
f [
0,10 |
‘ Annahmen: Alnl _ 1%
\ Inl
2% _s0% 20% 10% g =i
0,03 1 1 1 I | |

Abb. 12. Hohen- und Frequenz-

60 90

=== km
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Abb. 13. Hohen- und Frequenz-
zuordnung fiir eine sinnvolle Be-
300 - P stimmung der Elektronenstofzahl.
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(zunehmenden) Elektronenkonzentration scheinen den Arbeit ¢ referiert. Die Einbeziehung des Magnet-

sich zu verbessern. feldes in die bisherigen Betrachtungen ist einer wei-
Uber die Anwendbarkeit des Verfahrens beim teren Arbeit vorbehalten.

Vorliegen reflektierter Wellen wird in einer folgen-



